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é Warto powtdrzyé

. W jaki sposdb okreslalismy w dotychczas wykonywanych zadaniach warunki
zakonczenia iteracji?

. W jaki sposob definiowaliSmy warunki?

. Kiedy warunek jest spetniony w jezyku Pascal, a kiedy w jezyku C++?

. W jaki sposéb definiujemy procedury i funkcje?

. W jaki spos6b wywotujemy procedury i funkcje?

. Przypomnij algorytm wyboru najwigkszej z trzech liczb i spos6b zapisu tego algoryt-
mu w postaci programu komputerowego (tematy C4 i C5, Informatyka podstawowa).

o Ok~ W

1. Przykiady algorytméw, w ktorych liczha krokow iteracji
nie jest z gory okreSlona

W programach tworzonych w jezykach Pascal i C++ najczesciej wprowadzalismy licz-
be iteracji z klawiatury po uruchomieniu programu — stosowalismy instrukcje¢ iteracyjna
(instrukceje petli) for.

W niektérych algorytmach liczba krokdw iteracji moze zaleze¢ od spelnienia (badz
niespetnienia) warunku logicznego, okreslonego w zadaniu. W takich sytuacjach moze-
my zastosowa¢ dwie pozostate instrukcje iteracyjne:

e while..do (wjezyku Pascal) lub while (w jezyku C++),

e repeat..until (wjezyku Pascal) lub do..while (wjezyku C++).
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1.1. Zastosowanie instrukcji iteracyjnej while

lnStrUqua iteracyjna while warunek do instrukcja; Pascal
while..do
lnStrUKc]a_lteracylna while (warunek) instrukcja; C++
while
Dziatanie petli while jest takie samo w obydwu je¢- Uwaga:
zykach: najpierw sprawdzany jest warunek; jesli jest Wtrgs'(;i tematu bedziemy uzywal
on spetniony, to wykon}_/wanaje_s_t instrukcja. skréconego zapisu instrukcji.
Wewnatrz bloku instrukcji powinna by¢ za- W jezyku Pascal:
wsze umieszczona instrukcja, ktéra zmienia warto$¢ for zamiast for..to..do,
warunku — w przeciwnym wypadku petla nigdy sie while zamiastwhile..do,

repeat zamiast repeat..until,
aw jezyku C++:
do zamiast do..while.

nie zakonczy. W szczegélnej sytuaciji, gdy warunek
od razu jest niespetniony, instrukcja moze w ogole nie
zosta¢ wykonana. Instrukcja moze by¢ pojedyncza lub
zlozona.
@ﬂ\? Przyktad 1. Stosowanie petli while w jezykach Pascal i C++
Napiszemy program, kt6ry bedzie wczytywat wprowadzone z klawiatury kolejne
pary liczb rzeczywistych (ai b) i obliczat ich iloraz, dopdki druga liczba nie bedzie
rowna zero. Dla b réwnego zero program powinien wyprowadzi¢ komunikat o tresci
»dzielenie przez zero jest niewykonalne” i zakonczy¢ dziatanie.
W zadaniu tym nie okre$lono, dla ilu par liczb program ma by¢ wykonywany,
ale wprowadzono warunek (b <> 0), zatem nie zastosujemy tu instrukcji for.
Mozemy zastosowac instrukcje whi le, ktorej dziatanie polega na wykonywaniu
ciggu instrukcji, dopo6ki warunek jest spetniany.
Fragment rozwigzania zadania:

Pascal C++
Readln(a,b); cin >> a > b;
while b <> 0 do begin while(b!=0.0)
iloraz := a/b; {
Writeln('iloraz wynosi ', iloraz:8:2); iloraz=a/b;
Readln(a, b); cout << "Iloraz wynosi " << iloraz << endl;
end; cin > a > b;
}

, Cwiczenie 1.

Otworz plik T5_p1.pas lub T5_p1.cpp (CD), w ktérym zapisane jest rozwigzanie
zadania podanego w przyktadzie 1, i sprawdZ dziatanie programu dla kilku par danych.
Odpowiedz na pytania:
1. W jakim przypadku instrukcje wewnatrz petli nie zostang wykonane ani razu?
2. Ktora instrukcja ma wptyw na zmiang warto$ci logicznej warunku? Sprawdz,

jak bedzie dziatat program, jesli usuniesz te instrukcje.
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1.2. Zastosowanie instrukcji iteracyjnych repeat i do

do..while

while (warunek);

Instrukcja iteracyjna repeat
0 ciag instrukcji;
repeat..until €149 1NStruxcji Pascal
until warunek;
Instrukcja iteracyjna do
jal Y instrukcia; Ce++

W petlach repeat (Pascal) i do (C++), w odréznieniu od petli while, warunek jest
sprawdzany po wykonaniu instrukcji, wigc instrukcja (instrukcje) wewnatrz petli zostanie
wykonana przynajmniej raz, niezaleznie od warto$ci poczatkowej warunku.

W jezyku Pascal instrukcje wystepujace wewnatrz petli repeat sg powtarzane, dopoki
warunek pozostaje niespetniony. Gdy warunek zostanie spetniony, nastapi wyjscie z petli.

W jezyku C++ petla do wykonuje sie, dopoki warunek jest spetniony. Gdy warunek
przestanie by¢ spetniany, nastapi wyjscie z petli. Instrukcja moze by¢ pojedyncza lub

zlozona.
59
ﬂ- w jezyku C++

Przyktad 2. Stosowanie instrukcji repeat w jezyku Pascal i instrukcji do

Napiszemy program, kt6ry bedzie wczytywat liczby wprowadzone z klawiatury

i zliczat wsrod nich liczby parzyste. Dla liczby rownej zero program powinien zakonczyc
dziatanie i podac, ile byto liczb parzystych.
Fragment rozwigzania zadania:

Pascal

repeat
Readln(x);

if xmod 2 =0thenp :=pP + 1;

until x = 0;
Writeln(P - 1);

Uwaga:

C++
do
{
cin >> x;
1f(x%2==0) P++;
¥} while(x);

cout << P-1 << endl;

W zadaniach podanych w przyktadach 1. i 2, aby zakoriczy¢ wprowadzanie danych,
okreslalismy tzw. znacznik koica danych. W tym przypadku jest to liczba zero.

/ Cwiczenie 2.

Napisz program realizujgcy algorytm podany w przyktadzie 2. Skompiluj, uruchom
i wykonaj program dla wybranych danych.
Wskazdéwka: Mozna zmodyfikowac rozwigzanie ¢wiczenia 18. z tematu 2,

w ktorym wystarczy zmieni¢ zastosowang petle for na petle repeat (Pascal)
lub na petle do (C++).
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2. Zastosowanie funkcji w algorytmach iteracyjnych

2.1. Algorytm wyboru minimum z n liczbh

Algorytm znajdowania minimum (lub maksimum) ma zastosowanie w rozwigzywaniu
réznych zadan, nie tylko matematycznych — np. przy wyborze najnizszej ceny wsrod cen
tych samych produktéw, przy wyborze zawodnika, ktory uzyskat najwyzsza liczbg punk-
tow, lub ucznia, ktory uzyskat najwyzsza $rednig ocen.

Z algorytmu wyboru minimum (lub maksimum) korzysta si¢ rowniez w innych algo-
rytmach, np. w algorytmach sortowania. Jesli wiemy, jak znalez¢ element najmniejszy, to
tatwo uporzadkowac elementy od najmniejszego do najwickszego.

Omoéwimy przyktadowy algorytm znajdowania elementu najmniejszego (szukanie
elementu najwickszego przebiega bardzo podobnie).

Opis algorytmu: Wskazujemy dowolny element, np. pierwszy, jako najmniejszy i po-
rownujemy go z drugim elementem. Jesli drugi element okaze si¢ mniejszy, to on zaczyna
by¢ traktowany jako minimum. Nastepnie porownujemy element aktualnie najmniejszy
z trzecim elementem itd. — az do konca ciggu elementow.

Szukanie elementu najmniejszego to typowy algorytm iteracyjny — powtarzaja si¢
W nim operacje poréwnywania i podstawiania.

"3‘_‘? Przyktad 3. Stosowanie algorytmu wyboru najmniejszego elementu z n liczb

Zadanie: Wybierz najmniejszg liczbe wsrdd n liczb. 7
Dane: liczba naturalna n, oznaczajaca ilo$¢ =1
wprowadzanych liczb, n dowolnych liczb rzeczywistych, min := 7
zapamietywanych kolejno w zmiennej x.
Wynik: wartos$¢ elementu najmniejszego: min. Ny )
. ; czy X < min? NIE
Lista krokow:
1. Zacznij algorytm. X'=6
2. Wprowad? liczbe danych n: n. czy X < min? TAK
3. Wprowad? pierwszg liczbe x: x. min = x;
4. Zmiennej min przypisz warto$¢ liczby x: min = x.
5. Wprowadz kolejng liczbe x. x:=15
6. Porownaj kolejng liczbe z min: x < min. Czy X < min? NIE
7. Jesli kolejna liczba x jest mniejsza od min, przypisz wyprowadzenie liczhy 6
jej warto$¢ zmiennej min: min := x. o
8. Jesli nie jest to ostatnia liczba, wrdé do kroku 5. Rys. 1. Analiza algorytmu
9. Wyprowadz wynik: min. znajdowania minimum dla

16 Zakoricz algorytm czterech liczb: 7, 20, 6 i 15

/ Cwiczenie 3.

Narysuj schemat blokowy algorytmu znajdowania minimum z n liczb.

f Przyktad 4. Definicja funkcji znajdowania minimum

Zapisujgc algorytm znajdowania minimum w postaci programu, zdefiniujemy funkcje
MinN z jednym parametrem n (n— liczba elementéw). Funkcja bedzie zwracac warto$¢
elementu najmniejszego.

Funkcja wywotana jest w programie gtdéwnym w instrukcji podstawienia.
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Pascal MinWartosc := MinN(LiczbaElementow);
C++ MinWartosc = MinN(LiczbaElementow);

Pascal

program Minimum;

var LiczbaElementow, MinWartosc: integer;

function MinN(n: integer): integer;

var i, x, minx: integer;

begin

for i := 1 to n do begin

Write('Podaj liczbe ', i, ': '");
Readln(x);
if i =1 then minx := x

else if x < minx then minx :

end;
MinN := minx;
end;
begin
Write('Podaj liczbe elementéw: ');
Readln(LiczbaElementow);
Writeln('Podaj elementy:');
MinWartosc := MinN (LiczbaElementow);
Writeln('Minimum to ', MinWartosc);
end.

C++

#include <iostream>

using namespace std;

int LiczbaElementow, MinWartosc;
int MinN(int n)

{ -
Int i, x, minx;
for(i=0; i<n; i++)
{
cout << "Podaj liczbe " << i+l < " ",
cin > x;
if(i==0)
minx = x;
else
if(x<minx) minx = x;
}
return minx;
¥
Int main()
{
cout << "Podaj liczbe elementow: ";
cin > LiczbaElementow;
cout << "Podaj elementy:" << endl;
MinWartosc = MinN(LiczbaElementow);
cout << "Minimum to " << MinWartosc << endl;
return 0;
}
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, Cwiczenie 4.

Otworz plik T5_p4.pas lub T5_p4.cpp (CD). Wykonaj zapisany w pliku program dla kilku
roznych danych.

W programach zostaty zdefiniowane dwie funkcje szukajace minimum.

Czym sie od siebie rdznig?

/ Cwiczenie 5.

W pliku T5_c5.pasiw pliku T5_c5.cpp (CD) réwniez sg zapisane programy realizujgce
algorytm znajdowania minimum. Czym r6znig sie od programow zapisanych w plikach
T5_p4.pas lub T5_p4.cpp? Zwro¢ uwage na zastosowane struktury danych.

W programach zostaty zdefiniowane dwie funkcje szukajace minimum.

Czym sie od siebie rdznig?

2.2. Algorytm obliczania silni

Obliczanie silni liczby naturalnej n to kolejny przyktad algorytmu iteracyjnego.

N f
—,r\::: ’ Iteracyjna definicja silni liczby naturalnej n:
1 dlan=0
1-2-3-....n dlan>0

nl'=

/ Cwiczenie 6.

Napisz specyfikacje zadania i liste krokdw algorytmu obliczania silni.

f Przyktad 5. Definicja iteracyjna funkcji obliczania silni

Zdefiniujemy iteracyjng wersje funkcji obliczania silni z jednym parametrem

formalnym n.
Pascal
function Silnialteracyjna(n: word): longint;
var
i: word;
wynik: longint;
begin
wynik :=1;

for i := 2 to n do wynik := wynik*i;
Silnialteracyjna := wynik;

end;
C++
unsigned long Silnialteracyjna(unsigned short n)
{ -
unsigned short i;
unsigned long wynik=1;
for(i=2; i<=n; i++) wynik*=i;
return wynik;
}

Iteracyjna realizacja wybranych algorytmow




/ Cwiczenie 7.

Korzystajac z funkcji obliczania silni zdefiniowanej w przyktadzie 5, napisz program
obliczania silni liczby naturalnej n. Wywotaj funkcje w programie gtdwnym
(w jezyku Pascal) lub w funkcjimain() (w jezyku C++).

3. Algorytm Euklidesa

3.1. Wersja algorytmu Euklidesa z odejmowaniem

:—,}éé ~ Algorytm Euklidesa stuzy do znajdowania najwigkszego wspdlnego dzielnika
Zeoim . (NWD) dwdch liczb naturalnych.

Powt6rka z matematyki: Najwickszy wspolny dzielnik liczb (NWD) mozemy

najwiekszy wspélny dzielnik wykorzysta¢ do skracania utamkoéw zwyktych (licz-
(NWD) dwdch lub wigcej liczb nik i mianownik dzielimy przez ich NWD), a takze
naturalnych (réznych od zera) to do obliczenia ich najmniejszej wspolnej wielokrotnosci

najwigksza liczba naturalna, przez (NWW), np.:
ktora dzieli sie bez reszty kazda ’

z danych liczb. NWW (a,b) = a-b
7 NWD(a,b)
Wyznaczenie NWW umozliwia z kolei sprowadzanie utamkow do wspolnego mia-
nownika, co pozwala wykona¢ obliczenia przy uzyciu mozliwie matych liczb.

‘8&2 Przyktad 6. Iteracyjna realizacja algorytmu Euklidesa — wersja z odejmowaniem

Zadanie: Przedstaw w postaci listy krokdw algorytm znajdowania najwigkszego
wspolnego dzielnika (NWD) dla dwdch niezerowych liczb naturalnych.
Dane: dwie liczby naturalne: a, b.
Wynik: wartos$¢ najwiekszego wspdlnego dzielnika liczb ai b: NWD.
Lista krokdw:
1. Zacznij algorytm.
2. Wprowadz wartosci liczb ai b.
3. SprawdZ, czy ajest rézne od b.
4. Dopoki a nie jest rdwne b, powtarzaj punkt 5;
w przeciwnym razie przejdZ do punktu 6.
5. 0d liczby wigkszej odejmij mniejszg i liczbe wigkszg zastgp otrzymang rdznica.
6. WyprowadZ wynik: NWD jest rdwne pierwszej liczbie.
7. Zakoncz algorytm.

Przedstawiona realizacja algorytmu Euklidesa jest tzw. realizacja z odejmowaniem.

/ Cwiczenie 8.

Napisz program realizujgcy algorytm Euklidesa w wersji z odejmowaniem.
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START

Wprowadz (a,b)
Rys. 2. Schemat
blokowy algorytmu
Euklidesa — wersja
TAK Czy NIE z odejmowaniem
a<>b?
TAK Czy NIE ,
2> b? Wyprowad? (a)
a=a-b b=b-a
KONIEC

3.2. Wersja algorytmu Euklidesa z dzieleniem

W wersji algorytmu Euklidesa z odejmowaniem odejmowanie postuzylo znalezieniu
reszty z dzielenia dwoch liczb. Mozemy wigc, zamiast odejmowania, od razu zastosowaé
dzielenie z resztg.

Piszac program w jezyku Pascal, nalezy wykorzysta¢ operator mod w celu obliczania
reszty z dzielenia, np. reszta := a mod b.

W jezyku C++ nalezy zastosowac operator %, np. reszta = a % b.

ZISY

f Przyktad 7. lteracyjna realizacja algorytmu Euklidesa — wersja z dzieleniem

Wersja algorytmu z dzieleniem polega na wykonywaniu kolejnych dzielen dwdch liczb,
dopoki dzielnik nie osiagnie wartosci 0. Wowczas dzielna jest rowna NWD i algorytm
sie konczy. W petli dzielng zastepujemy dzielnikiem, a dzielnik resztg z dzielenia dzielne;
przez dzielnik. Zmienna k przechowuje dzielnik.

Zadanie: Przedstaw w postaci listy krokow algorytm znajdowania najwigkszego
wspolnego dzielnika (NWD) dla dwdch niezerowych liczb naturalnych.

Dane: dwie liczby naturalne: a, b.

Wynik: wartos¢ najwiekszego wspolnego dzielnika liczb ai b: NWD.

Lista krokow:

1.
. Wprowad? wartosci liczb ai b.

. Zmiennej k przypisz warto$¢ zmiennej b: k := b.

. Zmiennej b przypisz warto$¢ wyrazenia: amod b: b:= a mod b.
. Zmiennej a przypisz wartos¢ zmiennej k: a := k.

. Jesli b<> 0, przejdz do kroku 3.

coO~NO U A WN

Zacznij algorytm.

Wyprowadz wynik: NWD jest rowne a.

. Zakoricz algorytm.

Iteracyjna realizacja wybranych algorytmow




/ Cwiczenie 9.

Na podstawie listy krokdw podanej w przyktadzie 7. narysuj schemat blokowy
algorytmu Euklidesa.

/ Cwiczenie 10.

Sprawd? liczbe wykonywanych operacji odejmowania w wersji algorytmu Euklidesa
z odejmowaniem i liczbe operacji dzielenia w wersji z dzieleniem dla nastepujgcych
par liczb: (48, 9), (133, 49), (64, 16), (549, 145), (621, 126).

4. Jednoczesne znajdowanie najwiekszego i najmniejszego
elementu w zhiorze

Znalezienie najwickszego 1 najmniejszego elementu w zbiorze pozwala na okreSlenie tzw.
rozpietosci zbioru, czyli roznicy pomigdzy warto$cig najwicksza a najmniejsza elemen-
tow wystepujacych w danym zbiorze.

4.1. Algorytm naiwny

Algorytm naiwny szukania elementu najmniejszego i najwickszego w zbiorze skta-
dajacym si¢ z n elementéw polega na zastosowaniu algorytmu szukania minimum dla
n elementdw, usunieciu elementu najmniejszego ze zbioru, a nastgpnie zastosowaniu algo-
rytmu szukania maksimum dla zbioru sktadajacego si¢ z n-1 elementéw (czyli pomniej-
szonego o element najmniejszy).

Y 4 Cwiczenie 11.

Zmodyfikuj program zapisany w pliku T5_p4.pas lub T5_p4.cpp (CD), tak aby realizowat
algorytm naiwny znajdowania najmniejszego i najwiekszego elementu w zbiorze.

4.2. Algorytm optymalny — metoda ,dziel i zwyciezaj”

Optymalnym algorytmem jednoczesnego znajdowania elementu najmniejszego i naj-
wigkszego jest zastosowanie metody ,,dziel i zwyciezaj”. Nazwa metody pochodzi od
angielskiego sformutowania divide and conquer (parafraza stynnej tacinskiej formuty
politycznej divide et impera — dziel i rzadz). ,,Dziel” oznacza podziat zadania na mniej-
sze czesci, a ,,zwyciezaj” — znalezienie rozwigzania (osiggniecie sukcesu) w kazdej z nich
oddzielnie. Zastosowanie tej metody pokazemy na przyktadzie algorytmu jednoczesnego
szukania najmniejszego 1 najwigkszego elementu zbioru.

Zbior dzielimy na dwa podzbiory w sposob nastepujacy: porownujemy parami liczby:
pierwsza z druga, trzecig z czwartg itd. (rys. 3.). Liczby mniejsze zapisujemy w jednym
podzbiorze, a wigksze w drugim. W pierwszym podzbiorze, korzystajac z algorytmu na
znalezienie minimum, znajdujemy element najmniejszy. W drugim podzbiorze, korzysta-
jac z algorytmu na znalezienie maksimum, znajdujemy element najwigkszy.

Na rysunku 3. zostat przedstawiony przypadek, gdy liczba elementdéw zbioru jest pa-
rzysta (dzieli si¢ przez 2). W przypadku nieparzystej liczby elementéw ostatni element
pozostanie wolny. Zapami¢tuje si¢ go w zmiennej pomocniczej i na koniec poréwnuje

n Rozdziat | Podstawy algorytmiki i programowania



z najmniejszym i najwi¢kszym znalezionym elementem. W szczegélnym przypadku to
wilasnie ten element moze by¢ minimalny (bgdz maksymalny).

Obliczmy liczbg poréwnan elementow w zbiorze n-elementowym w omowionych
metodach.

min
2 5 1 6
T 7 T 1
elementy ciggu \ 3 > 2 \ 5 < 8 \ 10 > 1 \ 6 < 7 \
a[ll a2] a[3] a[4] a[5] a[6] a[7] a[8]

zastosowac algorytm

mniejsze szukania minimum

. 3 8 10 zastosowac algorytm
wigksze szukania maksimum
max

Podziat zbioru na dwa podzbiory:
¢ elementy mniejsze —w polach z pomarariczowym ttem,
» elementy wigksze —w polach z pomarariczowymym obramowaniem.

Rys. 3. Metoda ,dziel i zwycigzaj” w algorytmie znajdowania réwnoczesSnie minimum i maksimum

W algorytmie naiwnym wykonywanych jest n — 1 poréwnan podczas znajdowania mi-
nimum i N — 2 poréwnan przy znajdowaniu maksimum, czyli razem wykonywane sg:
n—1+n-2=2n-3pordwnania.
W metodzie ,,dziel i zwyciezaj” (w przypadku parzystej liczby elementow) wykonuje-

n
my najpierw 5 poréownan, aby podzieli¢ zbior na dwie czesci. W kazdej czgsci sklada-
L n . n .

jacej si¢ z 5 elementéw wykonujemy 5 —1 poréwnan, czyli razem:

n . n n 3n
5+E_1+5_1 :?_Zporéwnar’l.
Stosujac metode ,,dziel i zwycigzaj”, wykonujemy mniejszg liczbe poréwnan niz w al-
gorytmie naiwnym. Na przyktad dla zbioru sktadajacego si¢ ze 100 elementdw, stosujac
metode ,,dziel i zwyciezaj”, wykonamy 148 porownan, a w algorytmie naiwnym — 197.

, Cwiczenie 12.

Przedstaw na rysunku algorytm jednoczesnego znajdowania minimum i maksimum dla
zbioru liczb innego niz podany na rysunku 3. Przyjmij nieparzystg liczbe elementow.
lle poréwnan elementow wykonuje sie w przypadku nieparzystej liczby elementow?

Aby zapisa¢ algorytm w jezykach Pascal lub C++, mozna wykorzysta¢ w programie
dwie zdefiniowane wczesniej funkcje: minimum i maksimum. Elementy zbioru trzeba
wezyta¢ do tablicy. Podzbiory elementdéw mniejszych i wigkszych mozna zapamigtywac
w dwoch dodatkowo zadeklarowanych tablicach. Ten sposob nie jest optymalny (duza
liczba deklarowanych zmiennych), ale nietrudny do wykonania. Mozna tez wykonaé
to zadanie, nie deklarujac dodatkowych tablic.
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5. Liczhy Fibonacciego

W roku 1202 wybitny wloski matematyk okresu sredniowiecza, Leonardo Pisano, zwany
Fibonaccim, przedstawil problem, ktory do tej pory dostarcza natchnienia rzeszom mate-
matykdw. Dotyczy on liczebnosci populacji krolikow.

Opis algorytmu: Poczatkowo rodzi si¢ para krolikéw, ktdra po miesigcu osigga doj-
rzato$¢ 1 po nastepnym miesigcu wydaje na $wiat parg krélikow, po miesigcu nastepna
pare i tak dalej, tzn. pierwsza para co miesigc wydaje na $wiat potomstwo (parg krolikow).
Z kolei kazda nowa para po miesigcu osigga dojrzato$¢ i po kazdym nastepnym miesigcu
rowniez wydaje na swiat kolejng pare krolikéw. Proces ten nie ma konca. Zaktadamy, ze
kroliki zyja wiecznie.

miesiace
1

o | K
P 9 19 ¢ 1919
9999 2919199199

8t Q00000000000000000000

Rys. 4. Schemat przedstawia liczebnosc populacji krélikéw w pierwszych osmiu miesigcach doswiadczenia
(M - para krdlikéw mtodych, D — para krdlikow dojrzatych); 6sma liczba Fibonacciego to 21 par

Pytanie brzmi: jaka jest liczba krolikow po n miesigcach?

Zauwazmy, ze liczba krolikow w danym miesigcu (z wyjatkiem pierwszego i drugiego
miesigca) zalezy od dwoch wartos$ci: liczby par krolikow dorostych i liczby par krélikow
mtodych w poprzednim miesigcu. Tych ostatnich jest z kolei tyle, ile bylo par krolikow
dorostych dwa miesigce wezesniej.

Jesli oznaczymy catkowitg liczbg krolikow w n-tym miesigcu jako F , to przyjmie ona
postac:

F - {1 dlane {1,2}

F,  +F,, dlan>3.

/ Cwiczenie 13.

Oblicz na kartce trzecig i czwartg liczbe ciggu Fibonacciego. Czy mozesz obliczy¢ piatg
liczbe bez wczesniejszego obliczenia trzeciej i czwartej?
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= Liczba F, opisuje catkowitg wielkos¢ populacii krolikow po uptywie n miesigcy
AN ~" inazywana jest liczba Fibonacciego. Natomiast cigg liczb naturalnych, w ktorym
© 7~ kazda liczba (z wyjatkiem pierwszej i drugiej) jest sumg dwéch poprzednich,

', nazywamy ciggiem Fibonacciego.

Oto kilka poczatkowych liczb tego ciagu: 1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233...

By obliczy¢ poszczegdlne liczby Fibonacciego, mozna postuzy¢ si¢ algorytmem itera-
cyjnym. W postaci iteracyjnej obliczenia zaczynamy ,,0d poczatku”, przyjmujac, ze war-
to$¢ dwoch pierwszych liczb Fibonacciego wynosi 1.

, Cwiczenie 14.

Otworz plik T5_c14.pas lub T5_c14.cpp (CD). W programie jest zdefiniowana
funkcja iteracyjnego sposobu obliczania liczb Fibonacciego — z jednym parametrem
formalnym n. Wykonaj program dla kilku ré6znych danych.

6. Schemat Hornera

Schemat Hornera jest algorytmem stuzacym do szybkiego ob- W.G. Horner

liczania warto$ci wielomianu, a takze przeliczania na postac — matematyk angielski;
dziesietng liczb zapisanych w innym systemie liczbowym oraz zytw latach 1786-1837.
szybkiego podnoszenia do potegi.

59

ﬂ' Przyktad 8. Zastosowanie schematu Hornera do obliczania wartosci wielomianu

Wezmy funkcje kwadratowa y = a x? + a,x + a,. Jest ona wielomianem stopnia drugiego
0 wspotczynnikach a,, a, a, (a, a, a,, € Ria, = 0). Zwykle, gdy chcemy obliczy¢
jego wartos$¢, wykonujemy trzy dziatania mnozenia i dwa dodawania. Natomiast

gdy wielomian uporzadkujemy w ten sposob, ze zgrupujemy dwa pierwsze wyrazy

i wyciggniemy wspolny czynnik x przed nawias, to otrzymamy wielomian o postaci:
¥ =(ax +a,)x +a, Dla obliczenia warto$ci tak zapisanego wielomianu wystarczy
wykonanie dwoch dziatari mnozenia i dwoch dodawania.

Wielomian trzeciego stopnia W(x) = a,x° + ax*+ a,x + a, po rozpisaniu wedtug
powyzszej zasady przyjmie postac: W(x) = ((a,x + a,)x + a,)x + a,.

Dla obliczenia jego wartosci wystarczy wykonac trzy dziatania mnozenia i trzy
dodawania. Natomiast w postaci klasycznej dla obliczenia warto$ci wielomianu
wykonujemy szes$¢ dziatari mnozenia i trzy dodawania.

Uogolniajac, wielomian n-tego stopnia, ktéry ma postac:

W(x) =ax"+ax"+ax?+.+a _x+a dlanx0, (1]

mozna uporzadkowac nastepujgco:

W(x) = (..((ax +a)x +a)x +a)x +.+a Jx+a.

W celu obliczenia jego wartosci bedziemy wykonywac obliczenia zgodnie ze znang
zasadg kolejnoSci wykonywania dziatari, poczynajac od najbardziej ,,zagniezdzonych”
nawiasow. Za poczgtkowg wartoS¢ wielomianu nalezy przyjac¢ warto$¢ wspoétczynnika
a, przy najwyzszej potedze zmiennej. Za kazdym razem nalezy aktualng warto$c¢
wielomianu pomnozy¢ przez x i dodac kolejny wspaétczynnik.

Algorytm ten zwany jest schematem Hornera.

Iteracyjna realizacja wybranych algorytmow Temat 5. n



r\:i ~Algorytm obliczania warto$ci wielomianu, zwany schematem Hornera,
[ao™I M . mozZna rozpisac nastgpujaco:
5T Wx) =a, (poczatkowa warto$¢ wielomianu)
o Wix) =Wx)x+adlai=123,..n (iteracja).

/ Cwiczenie 15.

Oblicz, ile nalezy wykona¢ dziatan mnozenia i dodawania dla obliczenia wartosci
wielomianu W(x), postugujac sie wzorem [1].

Obliczenie warto$ci wielomianu stopnia N za pomocg schematu Hornera wymaga wy-
konania n mnozen i n dodawan. Poréwnujac liczbe operacji arytmetycznych, jakie nalezy
wykona¢ w celu obliczenia warto$ci wielomianu W(X) za pomocg wzoru [1] i za pomoca
schematu Hornera, dochodzimy do wniosku, ze drugi sposob jest mniej pracochtonny.

/ Cwiczenie 16.

Rozpisz wielomian czwartego stopnia tak, aby mozna byto obliczy¢ jego warto$¢
z zastosowaniem schematu Hornera.

7. Wydawanie reszty metoda zachtanng

Algorytm zachtanny — algorytm, ktéry w celu wyznaczenia rozwigzania
w kazdym kroku dokonuje zachtannego, tj. najkorzystniejszego w danym kroku,
rozwigzania czesciowego.

Z problemem wydawania reszty kazdy spotkat si¢ wielokrotnie. Reszte wydajemy,
uzywajac jak najmniejszej mozliwej liczby banknotéw lub bilonu. Metoda zachtanna za-
ktada uzycie do wydania reszty najwiekszych dostgpnych nominatéw (ale mniejszych od
lub réwnych wydawanej wartosci).

Zanim zaczniemy wydawac reszte, musimy okresli¢ dostepne nominaty. Piszac pro-
gram w jezykach Pascal lub C++ liste dostepnych nominatéw umiescimy w tablicy, ktorej
elementy powinny by¢ posortowane malejaco.

Opis algorytmu:

Algorytm zaczynamy od sprawdzenia, czy w tabeli nominalow jest warto$¢ mniejsza lub
réwna reszcie (oznaczmy ja R). Jesli odnaleziony nominal N jest réwny R, to algorytm si¢
konczy. Jesli nie, to wybieramy najwicksza mozliwg liczbe L sztuk znalezionego nomi-
natu N mniejszego od R (zaktadamy, Ze tablica nominaldéw jest posortowana malejgco).
Liczbe te otrzymujemy, dzielac R przez warto$¢ odnalezionego nominatu (liczba nomina-
Iow to oczywiscie czgs¢ catkowita z dzielenia). Nastgpnie od reszty R odejmujemy war-
to$¢ znalezionego nominalu pomnozong przez liczb¢ nominatéw wynikajaca z dzielenia.
Szukanie powtarzamy wsrdd kolejnych nominalow dla pomniejszonej wartosci R do cza-
su az wyplacimy calg sume.
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QBﬂcg Przyktad 9. Zastosowanie metody zachtannej do wydawania reszty
Korzystajac z podanego opisu, znajdziemy nominaty,
jakimi zostanie wydana reszta w wysokosci 69 zt.
Zbidr dostepnych nominatéw to: {50, 20, 10, 5, 2, 1}.

o & gﬂﬁ)wwy ; ¥
£ BAN Y

Spos6b wykonania algorytmu dla R réwnego 69.

Krok 1.

Najwiekszy nominat, nie wiekszy niz R to 50 zt.

69 div50 =1 wyptacamy jeden banknot o nominale 50 zt.
R:=69-50-1=19 do wydania zostato 19 zt.

Krok 2.

Najwigkszy nominat, nie wigkszy niz aktualne Rto 10 zt.

19 div 10 =1 wyptacamy jeden banknot o nominale 10 zt.
R:=19-10-1=9 do wydania zostato 9 zt.

Krok 3.

Najwiekszy nominat, nie wiekszy niz aktualne Rto 5 zt.

9 div 5 =1 wyptacamy jedng monete o nominale 5 zt.
R=9-5-1=4 do wydania zostaty 4 zt.

Krok 4.

Najwigkszy nominat, nie wigkszy niz aktualne Rto 2 zt.

4div2=2 wyptacamy dwie monety o nominale 2 zt.

R=4-2.2=0 wyptacilismy catg kwote.
Reszta zostata wydana nastepujgco: 1 -50zt+1-10zt+1-5zt+2 -2zt =69 zt.
Uwaga: Operator div oznacza catkowitg cze$¢ z dzielenia w jezyku Pascal.

W jezyku C++ nalezy zastosowac operator /, ktorego dziatanie zalezy od typu danych
(w przypadku liczb catkowitych wynik rowniez bedzie catkowity).

, Cwiczenie 17.

Na podstawie opisu algorytmu wydawania reszty metodg zachtanng oraz przyktadu 9.
napisz liste krokéw oraz narysuj schemat blokowy do podanej specyfikacji.

Dane: Zbi6r nominatéw {50, 20, 10, 5, 2, 1}, reszta R.
Wyniki: Liczba nominatow sktadajacych sie na reszte R.
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'@ Warto zapamietaé

e W kazdym jezyku programowania wystepujg instrukcje, ktére umozliwiajg zapis
algorytmoéw iteracyjnych. W jezykach Pascal i C++ poznali$my trzy takie instrukcije:
- for,

- while,

— repeat (Pascal) ido (C++).

Instrukcje for stosujemy, gdy mamy z géry okreslong liczbe iteracji;
dwie pozostate — gdy liczba iteracji zalezy od warunku.

» Algorytmy: znajdowania elementu minimalnego i maksymalnego, Euklidesa,
wyznaczania liczb Fibonacciego, obliczania wartosci wielomianu za pomocg
schematu Hornera i wydawania reszty metodg zachtanng, mozna zrealizowac,
stosujac technike iteracji.

* Aby jednoczesnie znalez¢ element najmniejszy i najwigkszy, mozemy zastosowac
algorytm naiwny, ale efektywniejsza jest metoda ,dziel i zwyciezaj”. Korzystajac
z niej, wykonuje sie mniej operacji pordwnania elementow.

Y

Pytania, problemy

1. Czym rdzni sie dziatanie instrukcji iteracyjnejwhile od dziatania instrukcji
repeat w jezyku Pascal iwhile od do w jezyku C++? Pokaz na przyktadach.

2. Omow na przyktadzie ciggu liczb (-1, 0, 80, 12, 12, -4, 9) algorytm znajdowania
najmniejszego elementu.

3. Wymien przyktadowe zastosowania algorytmu Euklidesa.

4. Omow iteracyjng realizacje algorytmu Euklidesa znajdowania NWD. Wyjas$nij
roznice miedzy wersjg z odejmowaniem a wersjg z dzieleniem.

5. Na czym polega metoda ,dziel i zwycigzaj”?

6. Wyjasnij zastosowanie metody ,dziel i zwycigzaj” w jednoczesnym znajdowaniu
najmniejszej i najwiekszej liczby punktow uzyskanych ze sprawdzianu.

7. Dlaczego algorytm naiwny jest mniej optymalny od metody ,dziel i zwycigzaj”
w jednoczesnym szukaniu elementu najmniejszego i najwiekszego?

8. Przedstaw na odrecznym rysunku algorytm wyznaczania liczb Fibonacciego.

9. Pokaz zastosowanie schematu Hornera w obliczaniu warto$ci wielomianu trzeciego
stopnia.

10. Oméw metode zachtanng wydawania reszty wynoszacej 178 zt. Dostepne sg
nominaty [100 z, 50z, 20 zt, 10 z, 5z, 2 z4, 1 ZH].

Zadania

1. Zmodyfikuj program utworzony w ¢wiczeniu 2, dodajgc mozliwos¢ zliczania liczb
nieparzystych.
2. Napisz program, ktdry bedzie wczytywat liczby catkowite, wprowadzane
z klawiatury, az do wystgpienia liczby niedodatniej, oraz obliczat i wyprowadzat
Srednig arytmetyczng tych liczb. Jaka liczba bedzie tu znacznikiem korica danych?
3. lle razy bedg wykonane petle pokazane w ramkach? Rozwaz rdzne przypadki
w zaleznos$ci od wprowadzonych danych.
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Pascal
a) Readln(a,b);
while b = a do Writeln('liczby rowne');
b) Readln(x);
repeat
Writeln(x)
until x = 2;

a) cin > a > b;

while(b==a) cout << "liczby rowne" << endl;
b) cin > x;

do cout << x << endl; while(x!=2);

4. Zmodyfikuj program zapisany w zadaniu 10. z tematu 4. tak, aby wczytywat znaki
wprowadzane z klawiatury az do wprowadzenia znaku ,,@”.

5. Napisz program, ktdry bedzie wczytywat liczby az do wystapienia zera i dzielit je
na dwa podzbiory: liczby parzyste i liczby nieparzyste.

6. Przedstaw w postaci listy krokdw algorytm wyboru najwyzszego z uczniéw
w klasie.

7. Napisz program znajdowania maksimum z n liczb. Zdefiniuj funkcje MaxN.

8. Narysuj schemat blokowy algorytmu obliczania silni.

9. Napisz program realizujgcy algorytm Euklidesa w wersji z dzieleniem.

10. Zapisz w postaci listy krokéw algorytm znajdowania elementu najmniejszego
i najwiekszego w zbiorze, wykorzystujac metode ,dziel i zwyciezaj”.

11. Napisz program realizujgcy algorytm jednoczesnego znajdowania elementu
najmniejszego i najwigkszego, wykorzystujgc metode ,dziel i zwyciezaj”. Dobierz
odpowiednie struktury danych.

12. Utworz schemat blokowy realizujgcy schemat Hornera dla wielomianu stopnia
n o zadanych wspotczynnikach a, a,, a,, a,, ..., a,. Przesledz jego dziatanie dla

1 %
n=7a=-2,a,=4a,=-52a=34a,=9a=3,a,=-1,a,=6.

Dla zainteresowanych

13. Napisz program, ktdry wczytuje n-elementowy zbidr liczb catkowitych
i wyprowadza réznice miedzy elementem minimalnym i maksymalnym.

14. Napisz program, kt6ry wczytuje n-elementowy zbior liczb catkowitych
i wyprowadza element najblizszy wartosci Sredniej tego zbioru.

15. Zastosuj algorytm Euklidesa do obliczenia NWW dwdch liczb.

16. Zastosuj algorytm Euklidesa do dodawania utamkdw zwyktych.

17. Napisz program realizujgcy algorytm wydawania reszty metoda zachtanng.

18. Napisz program umozliwiajgcy wprowadzenie dwoch liczb catkowitych wigkszych
od 1 i wyprowadzajacy te z nich, ktorej suma cyfr jest wigksza.
Wskazdowka: Zadanie mozna rozwigzac, korzystajac z instrukcji while
i operatoréw: mod oraz div w jezyku Pascal lub instrukcji while i operatorow % i /
w jezyku C++.

19. Napisz program sprawdzajacy, czy wprowadzona liczba jest liczbg pierwsza.
Wskazdwka: Algorytm ten jest zrealizowany w arkuszu kalkulacyjnym
w przyktadzie 4. w temacie 13. Jakie powinny by¢ wartosci sprawdzanych
dzielnikow?
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20. Liczbami blizniaczymi nazywamy dwie liczby pierwsze pi g, takie ze g=p + 2
(np. 31i5,5i7). Napisz program znajdujacy 20 pierwszych par liczb blizniaczych.

21. Napisz program realizujgcy obliczanie warto$ci wielomianu za pomocg schematu
Hornera.

)J Przeczytaj, jesli chcesz wiedzie¢ wigcej...

W algorytmie Euklidesa celem jest znalezienie najwigkszej wspolnej miary dwoch
odcinkéw o dtugosciach ai b (lub najwigkszego wspodlnego dzielnika dwdch liczb

ai b). Euklides opisat ten algorytm w swoim dziele zatytutowanym Elementy

ok. 300 lat p.n.e., gdy jeszcze nie byto znane pojecie algorytm.

Przydomek Fibonacci oznacza: Filius (z tac. ,syn”) Bonacciego. Fibonacci nazywat sie
w rzeczywisto$ci Leonardo Pisano (Leonardo z Pizzy). Zyt w latach ok. 1170-1240.
Studiowat ksiegi Muhammada Al-Chuwarizmiego i w 1202 roku opublikowat dzieto
Liber Abaci, dzigki ktoremu Europejczycy poznali cyfry arabskie i dziesietny system
liczenia. Wtasnie w tym dziele Fibonacci zawart rozwazania na temat liczebnosci
populacji krélikow...

Cigg Fibonacciego, z pozoru prosty, ma wiele interesujgcych wtasnosci. Istnieje nawet
towarzystwo Fibonacci Association, zajmujgce sie publikowaniem wynikow licznych
prac badawczych dotyczacych tego zagadnienia.

Ciekawa wtasnos$¢ majg ilorazy kolejnych wyrazow ciggu Fibonacciego. W tabeli 1.
zostaty one przedstawione z doktadno$cig do szesciu miejsc po przecinku. tatwo

1++/5

5
zwanej ztotg Srednig lub ztotym podziatem (z tac. divina proportio — ,,boski podziat”).
Liczba ta jest proporcjg najczesciej spotykang w przyrodzie i stosowang juz przez
starozytnych mistrzéw. W ciele ludzkim —i to zaréwno w catej jego postaci, jak
i w wielu jego czesciach — wystepuijg ztote proporcje. Ztoty podziat mozna takze
odnaleZ¢ chociazby w uktadzie listkéw na gatezi.

zaohserwowac, jak zblizajg sie do liczby 1,618033988749894848820...=

n F. F...,/F,
1 1 1,000000
2 1 2,000000
3 2 1,500000
4 3 1,666667
5 5 1,600000
6 8 1,625000
7 13 1,615385
8 21 1,619048
9 34 1,617647
10 55 1,618182
11 89 1,617978
12 144 1,618056
13 233 1,618026
14 377 1,618037
15 610 1,618033

Tabela 1. llorazy kolejnych liczb Fibonacciego
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